
Virtuális találkozásaim Pólya 
Györggyel

Dr. Vancsó Ödön
ELTE Matematikatanítási és Módszertani Központ

MTA-Rényi-ELTE kutatócsoport vezető
Tatabánya Pólya konferencia 2024. augusztus 28.



Az előadás szerkezete

- Bevezető, személyes élmény
- Pólya György hangja és egy előadásának részletei, személyes levélben 

Staar Gyula főszerkesztőnek a szerzőtől (Pólya György)
-  Analógia, általánosítás specializálás viszonyai
- Egy példa a Pitagórász tétel egy sajátos bizonyítása
- Egy analízisbeli merész analógia (Euler)
- A bolyongás érdekes tétele különbség a 2 illetve 3 dimenzió között



Pólya György kezdő mondatai ahhoz az előadáshoz, melynek 
kéziratát, maga Pólya György javította. A bemutatott levélben 
(boríték kivetítve) küldte el Staar Gyulának.  





















Analógia, specializálás, általánosítás



Püthagorasz tétel bizonyítása egy általánosítás 
és specializálás segítségével



Egy merész analógia (Euler)

• Jaques Bernoulli kérdése (amire testvérei sem tudtak válaszolni):

Euler ötlete a gyökök és együtthatók közötti összefüggés általánosítása 
polinomról végtelen sorra (polinomra).
Véges-végtelen sokszor nem analóg (két neves ellenpélda)



Polinom gyökei és együtthatói kapcsolata

Ha egy n-ed fokú polinomnak  
n különböző gyöke  van , 
akkor a gyöktényezős alak 
= lesz.
Ebből együtthatók összehasonlításával adódnak formulák a gyökök és együtthatók 
között. 
i) 
Ennek további változatai, először ha egyik gyök sem 0, ami ekvivalens azzal, hogy  
nem egyenlő 0-val. Ekkor igaz lesz a következő egyenlőség:
ii) )) …) és 
iii) 



Tisztán páros fokú polinomok esete

Ha csak páros fokú tagok vannak: 
a polinom alakja  és gyökei: , ,  , , … ,   legyenek mind különbözőek, 
akkor   
= 
=…  és ebből adódik az összefüggés
(1



Euler ötlete 

Ezt Euler a sin x = 0 egyenletre alkalmazza, ami végtelen sor alakjában:

• A baloldal végtelen fokú, így nem csoda, hogy végtelen sok gyöke van: 
0, π, - π, 2π, -2π, …

Elosztva x-szel elvész a 0, mint gyök és a következő egyenlet adódik:

gyökei pedig: π, - π, 2π, -2π, …



Az ötlet alkalmazása a sinx végtelen sorára

Az analógiát most használva (1) egyenlettel:
 = …  azaz

, amiből adódik, hogy 

,
És ez Euler válasza Bernoulli kérdésére.
Különböző ellenőrzések a megerősítés végett. 



Forrás
• Lásd Pólya György: Indukció és Analógia. Gondolat Kiadó 1988, 34-38. 

oldal. Eredetileg G. Polya: Induction and analogy in Mathematics című 
éppen 70 éve megjelent kötetében (1954 majd másodszor 1968 Prince-
ton University Press Vol. I.). Megemlítem még a plauzibilis gondol-kodás 
művészete kötetet is, G. Polya: Patterns of Plausible Inference, amely 
ugyancsak 70 éves (az első megjelenése 1954 Princeton University Press 
Vol. II). 

Ezek talán kevésbé ismertek, mint a Gondolkodás iskolája vagy a 
Problémamegoldás iskolája kötetek. Ajánlom főleg középiskolai tanároknak 
és tehetséggondozással foglalkozóknak. Magyarul először a Gondolat 
Kiadónál 1988 és 89-ben jelentek meg.



Zárás a végtelen bolyongások a bevezetőből 

• Egy végtelen négyzetrácson (két dimenzió) illetve egy kockarácson 
(három dimenzió) való véletlen bolyongás. 
• Jelentése: rácspontokon lépegetünk, és minden szomszédos 

rácspontra ugyanolyan eséllyel lépünk, s síkon 4 lehetőség ¼-1/4 
esélyekkel, térben 8 szomszéd 1/8 esélyekkel lépünk tovább.
• Kérdés: Egy adott pontból egy másik adott pontba milyen eséllyel jutok 

el?  
• Pólya válaszai (1) síkban 1 valószínűséggel mindenhonnan mindenhová
• (2) térben kisebb mint 1/3 esély a válasz a kérdésre.





Köszönöm a figyelmet!
Elérhetőség:

Vancso.odon@gmail.com
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