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11. évfolyam, emelt matematika

Trigonometria

hegyesszogek szogfiiggvényeinek definicidja a derékszogli haromszogben;

a forgasszogek szogfiiggvényeinek szarmaztatasa a hegyesszogek szogfliggvényei alapjan;
a hegyes- ¢és tompaszogek szogfiiggvényeinek Osszefiiggései;

nevezetes szogek szogfliggvényei;

a szO0gfiiggvények alkalmazasa geometriai szamitasi feladatokban;

a szOgvisszakeresés;

a trigonometrikus fiiggvények grafikonja ¢€s jellemzése, transzformacioi

periodicitas

a szinusz- €s a koszinusztétel, trigonometrikus teriiletképlet ismerete és alkalmazéasa
trigonometrikus egyenletek és egyenldtlenségek megoldasa

Osszefiiggések egy adott szog kiillonb6z6 szogfiiggvényei kozott, pitagoraszi 0sszefliggés,
potszogek és mellékszogek szogfiiggvényei

a szinusztétel és koszinusztétel bizonyitasa

addicios tételek:

— két szog 0sszegének és kiilonbségének szogfiiggvényei,
— egy szog kétszeresének szogfiiggvényei,

trigonometrikus kifejezések értékének meghatarozasa.
haromszogekre vonatkozo feladatok addicios tételekkel.
Trigonometrikus kifejezések szélsdértékének keresése.

Oszthatosag

az oszthatosag alapvetd fogalmai;

Osszetett szamok felbontdsa primszdmok szorzatara,

a szamelmélet alaptétele;

0sztok szama;

a primek szdma végtelen-bizonyitassal;

két természetes szam legnagyobb kozds osztodjanak és legkisebb kozos tobbszordsének
meghatdrozasa;

oszthatosagi szabalyok;

Osszetett oszthatosagi szabalyok alkalmazasa

szamolas osztasi maradékokkal (példaul 6sszeg, szorzat, hatvany maradéka)

mas alaptl szdmrendszerekben: atvaltds kiilonbozd alapi szdmrendszerek kozott,
miveletek szamrendszerben adott szamokkal

a szamhalmazok épiilésének matematikai vonatkozasai a természetes szamoktol a valos
szamokig;



példak irracionalis szamokra

az egész szamok, a véges tizedes tortek, a végtelen szakaszos tizedes tortek és a raciondlis
szamok kapcsolata

Végtelen nem szakaszos tizedes tortek ismerete

Szamhalmazok miiveleti zartsaga

Hatvany, gyok, logaritmus

n-edik gyok és a tortkitevéji hatvany fogalma

a gyokvonas azonossagai

permanencia elv

a hatvanyozas azonossagai racionalis kitevokre;

hatvanyfogalom kiterjesztése irracionalis kitevore

Az exponencidlis fiiggvények grafikonja és jellemzése

a logaritmus értelmezése

attérés mas alapu logaritmusra

szamologép hasznalata logaritmus értékének meghatarozasdhoz
exponencialis folyamatok a természetben és a tarsadalomban

A logaritmus fogalma.

Logaritmus értékének meghatarozasa a definicid alapjan és szamologéppel.
Szorzat, hanyados, hatvany logaritmusa, attérés mas alapa logaritmusra.

A logaritmus azonossagainak alkalmazéasa kifejezések szamértékének meghatdrozasara,
kifejezések atalakitasara.
A logaritmusfliggvény abrazolasa, vizsgalata.

Adott alaphoz tartozd exponencialis €s logaritmusfiiggvény kapcsolata.
Inverz fiiggvénykapcsolat.

Logaritmusos egyenletek, egyenldtlenségek.

Exponencidlis egyenletek ¢€s egyenldtlenségek, egyenletrendszerek

Koordinata-geometria

a skalaris szorzat definicidja, tulajdonsagai

skalaris szorzat meghatarozéasa koordinatakkal, az dsszefiiggés bizonyitasa

vektorok hajlasszoge

felezOpont, harmadolopont haromszog sulypontja, a megfeleld dsszefiiggések bizonyitasa
ismeri és alkalmazza az egyenes egyenletét;

A vektor, vektor abszolut értéke, nullvektor, ellentett vektor, helyvektor fogalmak
ismerete, alkalmazasa

A vektorok 0Osszeadasa, kivonasa, szorzasa valos szammal, muveletek ismerete és
alkalmazasa

vektormiiveletek tulajdonsagai

egyértelmii vektorfelbontasi tétel



— vektor 90°-os elforgatottja
— Pont és vektor megadasa koordinatakkal a derékszogli koordinata-rendszerben
— Adott feltételeknek megfeleld ponthalmazok abrazolasa koordinata-rendszerben
— Két pont tdvolsdganak, vektor abszolut értékének meghatarozasa koordinatak alapjan
— Vektorok 0sszegének, kiillonbségének, szamszorosanak koordinatai
— SzakaszfelezOpont koordinatdinak meghatarozéasa a végpontok koordinatai alapjan
— alakzat egyenlete
— Az egyenes helyzetét jellemz0 adatok: iranyvektor, normalvektor, irdnyszog, irdnytangens
— A kiilonbozo jellemzok kozotti kapesolat értése, hasznalata
— Az egyenes egyenletei:

— Adott pontra illeszkedd, adott normalvektoru egyenes egyenlete.
— Adott pontra illeszkedd, adott iranyvektorti egyenes egyenlete sikban.
— Irdnytényezds egyenlet.
— Kétismeretlenes linearis egyenlet és az egyenes egyenletének kapcsolata.
— Két egyenes parhuzamossaganak és merdlegességének a feltétele.
— Két egyenes metszéspontja.
— Két egyenes hajlasszoge.
— akor egyenlete
— akor és a kétismeretlenes masodfoku egyenlet
— Kor ¢és egyenes kolcsonds helyzetének meghatarozasa, két kor kozos pontjainak
meghatarozasa
— A parabola fogalma, fokuszpont, vezéregyenes
— A parabola tengelyponti egyenlete.
— A parabola és a masodfoku fiiggvény.
— A parabola és az egyenes kolcsonds helyzete.

Sorozatok

— A sorozat fogalma, megadéasa, abrdzolasa. Sorozat megaddsa rekurzioval — Fibonacci-
sorozat

— Széamtani sorozat fogalma, a szdmtani sorozat n-edik tagja.

— A szémtani sorozat els6 n tagjanak dsszege.

— Meértani sorozat fogalma, a mértani sorozat n-edik tagja.

— A mértani sorozat elsé n tagjanak Osszege.

— Széamitasi feladatok szdmtani és mértani sorozatokra.

— A szamtani sorozat mint linedris, és a mértani sorozat mint exponencidlis fiiggvény
Osszehasonlitasa.

— Gyakorlati alkalmazasok — kamatos kamat szamitasa.

— Pénziigyi alapfogalmak — kamatos kamat, torlesztrészlet, hitel, THM, gytijtdjaradék.

— sorozatok monotonitasa ¢és korlatossaga

— Sorozatok konvergencidja.

— A hatarérték szemléletes és pontos definicioi.
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Miiveletek konvergens sorozatokkal.

Konvergens ¢és divergens sorozatok.

Konvergens sorozatok tulajdonsagai.

Konvergens sorozatokra vonatkoz6 egyenlétlenségek.
Renddrelv.

Végtelen sorok.

Végtelen sor konvergencidja, sszege.

Végtelen mértani sor.

Szakaszos végtelen tizedes tort atvaltasa.

Kombinatorika, grafok

konkrét szitudciokat szemléltet és egyszerii feladatokat megold grafok segitségével.

sorba rendezési és kivalasztasi feladatok megoldasa

A binomidlis egyiitthat6é fogalmanak ismerete, értékének kiszamitasa, Pascal haromszog
cstcs fokszama

A graf csucsainak fokszamosszege és éleinek szdma kozotti Osszefliggés ismerete és
alkalmazasa gyakorlati feladatok megolddsaban

Teljes graf, 6sszefliggd graf, fagraf, at, vonal, kor fogalmanak ismerete

Euler vonal,

Iranyitott graf

12. évfolyam, emelt matematika

Leiro statisztika és valosziniliségszamitas

adatsokasag alapvet0 statisztikai jellemzdinek meghatarozasa, értelmezése

A reprezentativ minta fogalmanak szemléletes ismerete

Statisztikai adatok rendszerezése, jellemzése kvartilisekkel, kozépértékekkel és szorddasi
mutatokkal, minimum, maximum

Atlagos abszolut eltérés kiszamitasa

Sodroéfa (box-plot) diagram készitése, alkalmazasa

az esemény, eseménytér, elemi esemény, relativ gyakorisag, valdszinliség, egymast kizaro
események, fiiggetlen események;

a klasszikus valoszintiségi modellt €s a Laplace-képletet;

a valoszinliség geometriai modelljét;

visszatevéses, illetve visszatevés nélkiili mintavétel.

Eseményalgebra

Elemi események, események eldallitasara elemi eseményekbdl, teljes eseményrendszer
fliggetlen és nem fliggetlen események



A geometriai valdszinliség

feltételes valoszinliség

varhat6 érték

Pénziigyi fogalmakkal kapcsolatos valoszinliségi ismeretek (példaul biztosités,
befektetések kockazata, arfolyamkockazat)

Fiiggvények, differencialszamitas

A valos szamok halmazan értelmezett fiiggvények jellemzése

Fiiggvény hatarértéke

A fliggvények hatarértékének szemléletes fogalma, pontos definicioi. Jelolések.
Fiiggvények véges helyen vett véges; véges helyen vett végtelen; végtelenben vett véges;
végtelenben vett végtelen hatarértéke.

A fiiggvény vizsgalata, az x = 0 helyen vett hatarértéke.

A fiiggvények folytonossaga.

Pé¢ldak folytonos és nem folytonos fiiggvényekre.

A folytonossag definicioi.

Intervallumon folytonos fiiggvények.

Korlatos és zart intervallumon folytonos fiiggvények tulajdonséagai.

A fiiggvénygorbe érintdjének iranytangense, érintd egyenletének felirasa

A differencialhatosag fogalma.

A kiilonbségi hanyados fliggvény, a differencialhdnyados (derivalt), a derivaltfiiggvény.
P¢ldak nem differencialhato fiiggvényekre is.

Kapcsolat a differencidlhato és a folytonos fliggvények kozott.

Alapfiiggvények derivaltja: konstans fliggvény, x", trigonometrikus fiiggvények derivaltja.
Miiveletek differencialhato fiiggvényekkel.

Fiiggvény konstansszorosanak derivaltja, 0sszeg, szorzat, hanyados, Osszetett fliggvény
derivaltja.

Magasabb rendii derivaltak.

Matematikatorténet: Fermat, Leibniz, Newton, Cauchy, Weierstrass.

A fliggvény tulajdonséagai €s a derivalt kapcsolata.

Lokalis novekedés, fogyas — intervallumon monoton fiiggvény.

Szélsoérték — lokalis szEélsoérték, abszolut szélsoérték.

A sziikséges ¢s az elégséges feltételek pontos megfogalmazasa, alkalmazasa.
Konvexitas vizsgalata derivalassal.

A konvexitas definicioja.

Inflexi6s pont.

A masodik derivalt és a konvexitas kapcsolata.

Fiiggvényvizsgalat differencialszamitassal.

Gyakorlati jellegli széls6érték-feladatok megoldasa.



Sikidomok teriilete, integralszamitas, térgeometria

A terliletszamitas alapelvei.

Néhany egyszeriibb alakzat teriiletének levezetése az alapelvekbdl.
A teriiletszamitds modszereinek attekintése.

Tertiletszamitasi modszerek alkalmazdsa a matematika mas témakdreiben (pl. geometriai
bizonyitasokban).

Sikidomok teriiletének meghatarozasa

Fiiggvény grafikonja alatti tertilet.

Also és felso kozelitd Osszegek.

Kozelités véges osszegekkel.

A hatarozott integral fogalma, jelolése.

Példa nem integralhat6 fliggvényre is.

Negativ fliggvény hatarozott integralja.

A hatarozott integral €s a teriilet - eldjeles teriilet.

Az integral kozelitd kiszamitésa.

Matematikatorténet: Bernhard Riemann.

Az integralhatosag sziikséges ¢és elegendd feltétele.

Korlatos és monoton fiiggvények integralhatosaga.

A hatérozott integral tulajdonséagai.

Az integral mint a fels6 hatar fiiggvénye.

Integralfiiggvény.

Folytonos fliggvény integralfiiggvényének derivaltja.

Kapcsolat a differencidlszamitas és az integralszamitas kozott.
A primitiv fiiggvény fogalma.

A primitiv fiiggvények halmaza — a hatarozatlan integral:
hatvanyfiiggvény, polinom fiiggvény;

trigonometrikus fiiggvények.

A Newton Leibniz tétel.

Matematikatorténet: Newton, Leibniz, Euler.

Az integralszamitas alkalmazéasa matematikai és fizikai problémakra.
Két fiiggvénygorbe kozotti teriilet meghatdrozésa.

Forgastest térfogatdnak meghatarozasa.

Henger, kap, csonka kap, gdmb, gombszelet térfogata.

A térfogatszamitas alapelvei.

Néhany egyszerlibb test térfogatanak levezetése az alapelvekbdl.
A térfogatszamitas attekintése.

A térfogatszamitas néhany 0j eleme.

A gula, kup térfogata.



— Csonka gtla, csonka kup térfogata.
— Alakzatok felszine, héloja.

— Csonka gula, csonka kup felszine.
— GOmb felszine

— Térgeometria elemei.

— Szabalyos testek.

Rendszerezd 6sszefoglalés
Gondolkodasi modszerek:

Halmazok, matematikai logika:

— Halmazok, megadasi modjaik, részhalmaz, kiegészit halmaz.

— Halmazok kozotti miiveletek.

— Végtelen halmazok elmélete; szamossagok.

— Allitasok, logikai értékiik.

— Negécio, konjunkcid, diszjunkcid, implikacid, ekvivalencia.
Kombinatorika, grafok, algoritmusok:

— Permutacio, variacio, kombinacio.

Binomiaélis tétel. Pascal haromszog.

Elemi grafelméleti ismeretek.

A bizonyitasok fejlddése €s a bizonyitasi modszerek valtozasa
Algebra és szamelmélet:

Miveletek kifejezésekkel
— Algebrai kifejezések atalakitasai, nevezetes szorzatok.
— A hatvanyozas azonossagai.
— A matematikai fogalmak fejlédése, permanencia-elv.
— Gyokos kifejezések atalakitasai.
— Exponencialis és logaritmikus kifejezések atalakitasai.
Szamelmélet
— Oszthatdsagi szabalyok.
—  Primszamok.
— Oszthatdsagi feladatok megoldasa.
Egyenletek, egyenl6tlenségek, egyenletrendszerek
— Linearis ¢és linedrisra visszavezethetd egyenletek, egyenlétlenségek,

egyenletrendszerek.

— Masodfoka és masodfokira visszavezethetd egyenletek, egyenldtlenségek,
egyenletrendszerek.

— Gyokos egyenletek, egyenldtlenségek.

— Exponencialis ¢s logaritmikus egyenletek, egyenlOtlenségek,
egyenletrendszerek.

— Trigonometrikus egyenletek, egyenlétlenségek, egyenletrendszerek.



— Polinomok algebraja.
— Paraméteres egyenletek, egyenldtlenségek.

Fiiggvények, sorozatok, az analizis elemei

— Fiiggvények

— A fliggvény fogalma.

— Fiiggvények rendszerezése a definiald kifejezés szerint: konstans, linearis,
egészrész, tortrész, masodfoku, abszolutérték, exponencidlis, logaritmus-,
trigonometrikus fiiggvények.

— Fliggvények rendszerezése tulajdonsagaik szerint.

— Fiiggvénytranszformaciok.

Sorozatok, sorok
— A sorozat fogalma.
— Szamtani, mértani sorozat.
— Rekurzidval megadott egyéb sorozatok.
— Sorozatok monotonitdsa, konvergenciaja.
— A végtelen mértani sor.

Geometria
— Geometriai alapfogalmak
— Térelemek kocsonds helyzete, tavolsaga, szoge.
— Geometriai alakzatok, bizonyitasok
— Nevezetes ponthalmazok.
— Sikidomok, testek, tulajdonsagaik.
— FElemi sik- és térgeometriai tételek.
— Geometriai transzformaciok
— Egybevagosagi és hasonlosagi transzformaciok, tulajdonsagaik.

Vektorok, trigonometria, koordinata-geometria
— Vektor fogalma, miiveletek a vektorok kdrében.
— Vektorfelbontas, vektorok koordinatai.
— Hegyesszog szogfiiggvényei. Szinusz- és koszinusztétel.
— A haromszo6g hianyz6 adatainak kiszdmolésa.
— Trigonometrikus azonossagok.
— Az egyenes egyenletei, egyenletrendszere (sikban és térben). A kor egyenletei.
— A parabola definicigja, egyenlete.



